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1. Wir betrachten eine Krankheit, zu der es einen Test beim Arzt gibt. Wir wissen,
dass 0.1% der Bevolkerung die Krankheit haben. Bei erkrankten Personen ist
der Test ist zu 98% positiv. Bei gesunden Personen ist die Wahrscheinlichkeit
das der Test falschlicherweise positiv ist 1%. Sei

e A := “Der Test ist positiv”
e B := “Man ist krank”.

Wie oben beschrieben, wissen wir

P[B] = 0.001,
P[A|B] = 0.98
P[A|B¢] = 0.01.

Peter hat einen Test beim Arzt gemacht. Dieser ist positiv ausgefallen. Wie hoch
ist die Wahrscheinlichkeit, dass Peter tatséichlich die Krankheit hat?

a) Raten Sie die Antwort.
b) Berechnen Sie die Antwort mittels Bayes Formel

c) Die Antwort in Teil b) war eventuell niedriger als in Teil a). Fiillen Sie die
folgende Tabelle fiir 100’000 Menschen geméss den gegebenen Wahrschein-
lichkeiten aus, um die Antwort aus b) zu verifizieren:

B B¢ Summe
A
AC
Summe 1007000

Loésung:
a) jede Antwort ist richtig.
b) P[B|A] = 0.09

Bitte wenden!



B B¢ Summe
A 98 999 1’097
A° 2 198901 | 98’903

Summe | 100 | 99’900 | 100’000

In der Tat haben 1’097 Personen einen positiven Test, aber nur 98 davon
haben die Krankheit wirklich. 98,/1'097 = 0.09

2. a) Sei X eine diskrete Zufallsvariable, welche nur die Werte W = {1, 7,7,8.6,11}
annimmt. Die folgenden Wahrscheinlichkeiten sind gegeben:

PIX =1]= 1 PX ==z PX=7=c PX=86=7

(i) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit P[X = 11]?

(ii) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass X einen ganzzahligen Wert
annimmt?

(iii) Berechne den Erwartungswert E(X).
(iv) Berechne die Standardabweichung ox.

(v) Berechne den Erwartungswert E(In X).

b) Essei X ~ Bin(10,1/3), Px die Wahrscheinlichkeitsfunktion von X und F
die kumulative Verteilungsfunktion von X.

(i) Berechne Px(1), F/(1.5) und F(2).
(i) Ist F' stetig? Begriinde.
Losung:

a) (i) Fir die Wahrscheinlichkeitsfunktion p : W — [0, 1] einer Zufallsvariablen

gilt

 pa)=) P(X=2)=1
Also ist
P(X=11)=1-P(X=1)-PX=7)-P(X=7)—P(X =8.6)

({) P(X=1)+P(X=7)+P(X =11) =2 + 1 4 3 —
'

3
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Siehe nichstes Blatt!



(iv) E(X?) =1% &+ 7% 3+ 72 L +8.6%- 1 +112- 2 = 51.0661,
E (X)? = (6.3281)2 = 40.0441, also
ox = VT (X) = \/E(X?) — E(X)? = /510661 — 40.0441 = /110213 =
3.31983. Beachte: die Berechnung der Varianz als V(X) = E((X —
FE(X))?) wire wesentlich komplizierter.

(v) EnX)=Inl-%t+nhr-2+mI7-1+mn86-1+Inll-2 =1.66006.

b) (i) Esist Px(1) = (1*)1 (2)°. Da
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F(1.5) =P(X <15)=P(X =0)+P(X =1) = Px(0) + Px(1),

erhalten wir F'(1.5) ~ 0.1040. Analog ist F(2) = Px(0) + Px(1) +
Px(2) ~ 0.2991.

(ii) F ist nicht stetig. Es gilt z.B. F(z) = F(1) ~ 0.1040 fiir alle z € [1,2),
aber F'(2) ~ 0.2991, d.h. F" hat einen Sprung bei 2.

3. Bei einer Untersuchung werden Wasserproben (10ml) auf Verunreinigungen un-
tersucht. Da nur 2 Prozent aller Proben verunreinigt sind, wird vorgeschlagen,
von 10 Einzelproben jeweils die Hélfte (5ml) der Probe zu einer Sammelprobe
(50ml) zusammenzumischen und zunéchst nur die Sammelprobe zu untersuchen.
Wird in der Sammelprobe keine Verunreinigung festgestellt, so ist die Untersu-
chung fiir die 10 Einzelproben beendet. Im anderen Fall werden alle 10 iibrigge-
bliebenen Hilften in 10 Einzeluntersuchungen gepriift.

a) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, in der Sammelprobe keine Verunrei-
nigung zu finden (unter der Annahme, dass die Einzelproben unabhéngig
voneinander sind)?

b) Sei die Zufallsvariable Y die Gesamtzahl benotigter Analysen. Welche Werte
kann Y annehmen, und mit welchen Wahrscheinlichkeiten treten sie auf?

c) Wieviele Analysen werden “im Durchschnitt” fiir die gesamte Untersuchung
benstigt (d.h. wie gross ist E[Y])? Wieviele Analysen werden durch die
Bildung von Sammelproben “im Durchschnitt” eingespart?

Losung:

a) Sei X die Anzahl der verunreinigten Einzelproben in einer Sammelprobe. Die
Erfolgswahrscheinlichkeit p, dass eine Einzelprobe verunreinigt ist, betréigt
0.02. Unter der Annahme, dass die Einzelproben voneinander unabhéngig
sind, gilt X ~ Bin(n = 10,p = 0.02).

Bitte wenden!



Die Wahrscheinlichkeit, in der Sammelprobe keine Verunreinigung zu finden,
ist gegeben durch

10
P(X =0) = (0 )0.020 -0.98" = 0.98" = 0.817.

Anderer Losungsweg: Jede einzelne Probe ist unabhéngig von den anderen
Proben mit 98% Wahrscheinlichkeit sauber. Also gilt (Multiplikationssatz
fiir unabhiingige Ereignisse)

10
P(alle Proben sauber) = H P(i-te Probe sauber) = 0.98"° = 0.817.

=1

b) Die Zufallsvariable Y kann nur die Werte 1 oder 11 annehmen, denn:

e falls alle Proben sauber sind, ist man nach einer Untersuchung fertig:
Y=1

e sonst muss man jede Probe einzeln untersuchen (man darf nicht stoppen,
wenn man die erste verunreinigte Probe gefunden hat, denn es kénnte ja
noch mehr geben!), also Y=11.

Folglich

P(Y = 1) = P(alle Proben sauber) = 0.817
P(Y=11)=1-P(Y =1) = 0.183

c) Die durchschnittliche Anzahl Analysen pro Sammelprobe ist gegeben durch
den Erwartungswert der Zufallsvariablen Y, also

E(Y) =Y kP(Y =k)=1-P(Y = 1)+11-P(Y = 11) = 1.0.817+11-0.183 = 2.83.
k=0

“Im Durchschnitt” spart man also 10 — 2.83 = 7.17 ~ 7 Untersuchungen
ein.

4. Fiir eine externe Benutzergruppe, der auch Franz angehort, stehen an der ETH
vier Rechner zur Verfiigung, wobei jedem Benutzer beim Einloggen jeweils mit
Wahrscheinlichkeit % unabhéngig von den anderen einer der Rechner zugeteilt
wird. Es kann also durchaus vorkommen, dass mehrere Leute auf dem gleichen
Rechner arbeiten.

a) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass hochstens eine Person auf dem
gleichen Rechner arbeitet wie Franz, wenn ausser ihm genau 10 Personen
eingeloggt sind?

Siehe nichstes Blatt!



b) Wieviele Leute diirfen sich ausser Franz noch einloggen, damit er mindestens
mit Wahrscheinlichkeit % allein auf einem Rechner arbeitet?

¢) (Zusatz) Wir nehmen nun an, dass jeder Rechner unabhéngig von den ande-
ren nur mit Wahrscheinlichkeit 0.9 funktioniert, wobei die Benutzer analog
wie vorher auf die funktionierenden Rechner ”verteilt” werden (d.h. wenn
gewisse Rechner nicht funktionieren, werden die Benutzer auf die Verbliebe-
nen "verteilt” ). Gegeben, dass ausser Franz drei Leute eingeloggt sind und
genau zwei davon auf dem gleichen Rechner arbeiten wie er, wie gross ist
dann die Wahrscheinlichkeit, dass alle Rechner funktionieren?

Tipp: Sei X die Anzahl funktionierender Rechner und S3 die Anzahl der
Personen, die ausser Franz auf seinem Rechner arbeiten. Bestimme fiir k£ =
2,3,4 die Wkeiten P(S5 = 2|X = k) aus der Annahme wie die Benutzer
auf die Rechner "verteilt” werden und benutze diese W'keiten um mit dem
Satz der totale Wahrscheinlichkeit P(S5 = 2) zu berechnen. Mit dem Satz
von Bayes erhélt man dann die gesuchte Wahrscheinlichkeit.

Losung: Es sei S, die Anzahl Personen, die auf Franz’ Rechner arbeiten (ausser
ihm), wenn n Personen (ausser ihm) eingeloggt sind. Dann ist S, Binomial(n, 1)
verteilt.

a) Da Siy ~ Bin(10, ;) erhalten wir

3\ " 31”1
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- 0.244 ...

b) Gesucht wird das grésste n mit P[S, = 0] = (3)" > 1. Da (%)2 =2 >
und (%)3 = g—z < %, lautet die Antwort “hoéchstens 27.

c) Sei X die Anzahl der funktionierenden Rechner, dann ist X ~ Bin(4,0.9),
das heisst P[X = 4] = 0.9%, P[X = 3] = 4-0.9%.0.1, P[X = 2] = 6-0.92-0.12.
Weiter gilt

N |

P[Ss = 2|X = 4] = (g) G)zg _ 634
P[Ss —2|X =3] = (2) (%)Zg _ g
P[Ss =2|X = 2] = (g) (%)2% _ g

Bitte wenden!



(da némlich S,|X =k ~ Bin(n,1/k)). Der Satz von Bayes liefert nun die
gesuchte Wahrscheinlichkeit:

PIX = 4|85 = 2]

B P[S; = 2|X = 4]P]
© P[S3=2|X =2]P[X =2] + P[S; = 2|X = 3|P]
=0.526. ..

X =4
X = 3] + P[S; = 2|1 X = 4P[X = 4]



